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Chapitre 3
Travail d’une force; puissance
et énergie

3.1. Travail d’une force; théoreme de I’énergie
cinétique

3.1.1. Travail et puissance d’une force

il
Soit M un point matériel gde masse m et repéré dans un référentiel R par 7 =dw.
_\1 est soumis a une force F et se déplace. Pendant un temps dt, M a parcouru la distance

dW =d¥ = #dt.

Dé...nition
Le travail élémentaire noté +W de la force E pendant un temps dt est :

Gw=Faf =F Bt

Si M a parcouru un chemin C allant de M; a My, le travail total W de la force I!! lors de
ce déplacement est :
Z Z Z
Wepieme = W = E:diz E:ﬂdt:
C C C
Remargue importante : A priori, le travail de la force f! pour aller de M; a M, dépend
du chemin suivi! (d’ou la notation £W et non dW).

Dé...nition
On appelle puissance de la force F :
+
P = W = F X
dt
Unités : - Travail W en Joule (noté J, égal a des kg:m?:si?);

- Puissance P en Watt (noté W, égal a des J:si® ou kg:m?:si?).

3.1.2. Théoréme de I’énergie cinétique

C’est une conséquence du principe fondamental de la dynamique rappelé ici :

Ezmg:
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28 Chapitre 3 Travail d’une force ; puissance et énergie

Le travail élémentaire de la force E peut donc s’écrire :

f’:ﬂdtzmﬂ:ﬂ:dt

W = g
w, ¢
mE Ev2 dt

Ijit 2

= d %mv2

Le travail lors d’un trajet sur un chemin C pour aller d’un point M; a un point M, s’obtient
par intégration du travail élémentaire sur C :

Z Z M | SM2
1 2 — 1 2 .

W = W = d -mvcs = —mv
c c 2 2 M1

Par dé..nition, la quantité "2mv? est appelée énergie cinétique et notée Ec :

1
Ec=Zmv?:
‘=3
Le théoreme de I'énergie cinétique peut alors s’énoncer sous la forme suivante :
We = Ec(My1) i Ec(My)
We = ¢CEc

La variation d’énergie cinétique pour aller d’un point M; a un point M, est égale au travail
de la force s’exercant sur ce point lors de ce trajet.

Ce théoreme se généralise quand il y a présence de plusieurs forces; il su¢t alors d’addi-
tionner le travail de toutes les forces :

P
[ Wc = ¢Ec |

3.2. Forces conservatives, énergie potentielle

3.2.1. Gradient d’une fonction

Soit T une fonction dépendant des coordonnées de I'espace.

Dé..nition -
Un petit déplacement d®W1 provoque une petite variation df de f. Le gradient est alors

dé..ni par :
df = dl'a!df:d(b'l\ﬂl : 1)

Le gradient est un opérateur qui transforme une fonction f a plusieurs variables en un champ

de vecteur.

Remarque 3.1 |l est possible de donner une interprétation plus physique a la dé..nition
donnée par la relation (1). En ezet, plagons nous en un point M donné. Si le déplacement
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Section 3.2 Forces conservatives, énergie potentielle 29

d(b'l\;l s’opere dans la direction de dl'a!df, le produit. ;calaire entre ces deux grandeurs (donc
df) sera maximal. Si a I'inverse le déplacement d®W s’opere dans la direction orthogonale
a dfadf, le produit scalaire entre ces deux grandeurs sera nul, donc df sera nul. Le vecteur
gradient de la fonction f est donc un vecteur qui pointe dans la direction de plus forte variation
de f. Par exemple si T est la température T avec T (X;y; z)_v_a'riable (température inhomogéne
dans une piéce par exemple), en un point donné, le vecteur dffadT est un vecteur qui indique la
direction dans laquelle la température augmente le plus. Ajoutons en..n que la norme du vecteur
gradient est d’autant plus importante que les variations de f dans I’espace sont grandes.

La démonstration des expressions du gradient dans les divers systémes de coordonnées est
ecectuée en classe. Nous rappelons ici seulement les résultats.
-En coordonnées cartésiennes :

jil. _ Of 10f of a.
dadf—@@!r*'F@—“@‘n +@é!z

-En coordonnées sphériques :

gl =d + 108 0.

ran " Fsinner
3.2.2. Energie potentielle
Dé..nition

On dit qu’un champ de force E dérive d’un potentiel s’il existe une fonction scalaire Ep
dépendante de I’espace telle que :

(B = dfaEp: | @

On peut également dire (ce qui est équivalent) que la force E est conservative (voir I'expli-

cation ultérieure en remarques 3.4 et 3.5). Ep est alors appelée énergie potentielle du point
M.

Cette dé..nition peut étre simpli..ée dans le cas d’un probleme a 1 seule dimension spatiale
(par exemple la force de pesanteur qui est toujours dirigée verticalement suivant z). Dans ce
cas particulier, on dit qu’'un champ de force F dérive d’'un potentiel s’il existe une fonction
scalaire Ep dépendant de z telle que

dEp(z)

F=i dz

: 3)

Remarque 3.2 Considérons une force E qui dérive d’une énergie potentielle Ep. L’énergie
potentielle Ep, =_(E.p + Cte) avec Cte une constante convient également, et véri..e aussi la
relation (2), car dffad(Cte) = 0. L’énergie potentielle est donc dé..nie & une constante prés.
Comme en électronique pour le potentiel électrique, cette constante n'a pas d’importance et
peut étre choisie arbitrairement.
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30 Chapitre 3 Travail d’une force ; puissance et énergie

3.2.3. Exemples

3.2.3.1. La force de pesanteur

La force de pesanteur s’appliquant a un point M de masse m a la surface de la Terre est

F=md=imod

avec 3 le champ de pesanteur terrestre, et e‘-z le vecteur unitaire de la base cartésienne dirigé
verticalement vers le haut. Recherchons s’il existe une fonction Ep(x;y; z) telle que la relation
(2) soit véri..ée :

@ _ il _ GEpa OEpas  GEpa
|mgé"z = |dr'ad(Ep)— i ax ég< i By égz i 0z @-!z
L’égalité des termes en eE( d’une part et en e';, d’autre part permet d’écrire que @Ep=0x =0
et @Ep=@y = 0, ce qui signi..e que Ep ne dépend ni de X, ni de y, c’est-a-dire que Ep est une

fonction d’une seule variable z et que (en projetant sur e‘-z) :
_ . @Ep@).
I @Z L
relation que I'on aurait pu donner directement d’aprés I’équation (3). L’intégration donne :

img

Ep(z) = mgz + cte:
C’est I'énergie potentielle dont dérive le poids.
3.2.3.2. La force de rappel d’un ressort

La force de rappel d’un ressort de raideur k s’appliquant a un point M de masse m est :

Ezikxe'y

avec @ le vecteur unitaire de la base cartésienne dirigé suivant la direction du ressort. L’origine
du repére x = 0 est pris au niveau de la masse quand le ressort n’est pas étiré, de telle sorte
que I'allongement du ressort soit tout simplement x. Ce probléme est a une seule dimension
spatiale x. Recherchons s'il existe une fonction Ep(x) telle que la relation (3) soit véri..ée :

QEp(Xx).
ex '

ikx=1i
qui s’intégre en :
1 2
Ep(x) = Ekx + cte:

C’est I'énergie potentielle dont dérive la tension du ressort. La constante cte est sans impor-
tance et est généralement choisie nulle.
3.2.3.3. La force d’interaction Coulombienne

La force d’interaction Coulombienne entre deux points P et M de charges respectives g et
q0 placées a une distance r I'une de I'autre est :

g1 gy .
PEM = 2,z P M
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Section 3.3 Energie mécanique 31

E p um estlaforce de P sur M et d p 1M le vecteur unitaire dirigé de P vers M. Pour calculer
I’énergie potentielle d’interaction Coulombienne, il est utile dans un premier temps de choisir
le référentiel et le repére les plus appropriés possibles. Prenons un référentiel quelconque, mais
d’origine O = P de sorte que la charge P soit immobile. Choisissons ensuite le systéme de
coordonnées sphériques pour repérer M : son avantage est de faire corncider 2 puMm avec e'-r
le vecteur unitaire radial de la base sphérique. Recherchons s'il existe une fonction Ep(r;y; ")
telle que la relation (2) soit véri..ée :

1 qq0 ji 1 of 10f 1 of
e -y E) =@ @+~ &
4Y2q 12 & = idlad Ep) @r " r@u " rsinp@-

La force est toujours dirigée suivant e'-r les composantes du gradient suivant e‘n et & sont
nulles, donc les dérivées partielles de Ep en p et * sont nulles. Ep est une fonction d’une seule
variable r avec :

1 qq0 _  @Ep(r).
e rz ' ar

soit

qq0
Ep(r) = — + cte:

PN = 20z
C’est I'énergie potentielle dont dérive la tension du ressort. La constante cte est généralement
choisie de maniere a ce que Ep soit nulle quand les deux charges sont trop éloignées I'une de

I'autre pour interagir : Ep(r ¥ 1) =cte =0:

3.2.3.4. La force d’interaction gravitationnelle

Cette partie n’est pas rédigée ici; cette force dérive d’une énergie potentielle qui sera
calculée dans un chapitre ultérieur.

3.3. Energie mécanique

3.3.1. Le travail des forces conservatives

La dé..nition du travail d’une force sur un trajet C est

z
Wc = LR 4)
C
Si E dérive d’une énergie potentielle, il existe une fonction Ep de I'espace telle que
ii
F = i Jhaucep): 5)
donc en remplacant la relation (5) dans (4), il vient :
z

Wc = id-ria!d(Ep):d P
c

Or par dé..nition du gradient

didi(Ep):d # = d(Ep):
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32 Chapitre 3 Travail d’une force ; puissance et énergie

Il vient donc
Z
We = i d(Ep)
We = ilEpM?
We = iCEp: ®)

Le travail d’une force conservative (dérivant d’une énergie potentielle) lors d’'un déplacement
est opposé a la variation de I’énergie potentielle Ep dont dérive la force.

Remarque 3.3 Le travail de cette force ne dépend alors que de I’énergie potentielle de M au
point de départ M; et au point d’arrivée M,. Pour le cas particulier des forces conservatives,
leur travail ne dépend pas de chemin suivi entre M; et M.

Remarque 3.4 Le terme “force conservative” se justi..e de la maniere suivante : si un
travail est dépensé pour aller d’un point My a un point My, il pourra entierement étre récu-
péré lors du trajet inverse de M, a M, car le travail total pour faire un aller et retour est
CEDpalter j retour = Ep(M1) i Ep(M;) = 0:

La relation (6) permet également de calculer I’énergie potentielle partant de la force E .
Ep étant dé..nie a une constante pres, choisissons Ep(Mg) = 0, par exemple Mg peut étre un
point a I'in..ni (on choisira, quand c’est possible, un potentiel nul quand M est a I'in..ni). On
a alors, pour un trajet de Mg a M :

Ep(M) i Ep(Mo) = iWc
soit
z M
Ep(M) = i E di:
MO
L’énergie potentielle est le travail de la force sur le systéme partant de Mg ( ou le potentiel

est nul, par exemple a I'in..ni) pour aller a la position M considérée.

3.3.2. Dé..nition de I’énergie mécanique

Rappelons le théoréme de I’énergie cinétique :

>
Wc = CEc:

Les forces peuvent alors étre séparées en deux catégories : celles qui sont conservatives et celles
qui ne le sont pas :

> >
Wcons + Wnonicons = ¢CEc:

En remplagant le travail des forces conservatives par j CEp :
=
iCEp+ Whon i cons = CEC;
soit
=
Whonjcons = € (Ec+ Ep)

Whonjcons = CEmM:
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Section 3.4 Equilibre d’un point et condition de stabilité 33

Par dé..nition,
I’énergie mécanique notée Em est la somme de I’énergie cinétique Ec et de I’énergie po-
tentielle Ep.

Remarque 3.5 Si toutes les forces dérivent d’une énergie potentielle, I’énergie mécanique
totale se conserve (ce qui justi..e encore le nom de forces conservatives) :

CEm = 0
Ec+Ep = const: @)

Remarque 3.6 L’utilisation de cette relation peut-étre une alternative intéressante dans
certains cas a I'utilisation du principe fondamental de la dynamique ou du théoreme du mo-
ment cinétique. En ecet, cette égalité a été obtenue a partir du principal fondamental de la
dynamique en multipliant ce dernier par la vitesse, puis en intégrant temporellement. C’est
pourquoi la relation (8) qui suit est appelée I'intégrale premiére du mouvement. Pour
obtenir la vitesse a tout instant, il est possible d’écrire :

Ep+Ec= %mv2+Ep= Epo + Eco; )

Epo et Eco étant obtenus a un instant to quelconque (par exemple au départ).

3.3.3.  Exemples

3.3.3.1. Tir dans le vide

Traité en classe

3.3.3.2. Ressort

Traité en classe

3.3.3.3. Force quelconque dérivant d’un potentiel

Traité en classe

3.4. Equilibre d’'un point et condition de
stabilite

3.4.1. Dé..nitions

Un point M est en dit en équilibre si, ayant une vitesse nulle au départ, il reste au méme
endroit.

Son accélération doit étre nulle en ce point, ce qui s’écrit (d’apres le principe fondamental
de la dynamique) :

XE(M):E:

Il convient ensuite de distinguer deux types d’équilibres.
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34 Chapitre 3 Travail d’une force ; puissance et énergie

Dé...nition
Un équilibre est dit stable, si a la suite d’une perturbation qui I’éloigne de cette position,
I’objet y retourne spontanément.

Dans le cas contraire, un équilibre est dit instable.

Exemple Une bille placée dans un creux sans vitesse y reste. Si la bille est écartée faible-
ment du creux puis lachée, celle-ci y retourne (et éventuellement oscille autour de sa position
d’équilibre, ce qui sera étudié dans le chapitre sur les oscillateurs). C’est un équilibre stable. A
I'inverse, une bille minutieusement placée sans vitesse initiale au sommet d’une bosse peut y
rester, mais a la moindre petite perturbation, la bille s’éloigne et ne revient pas spontanément
au sommet de la bosse.

3.4.2. Energie et équilibre

Limitons I’étude au cas ou toutes le forces dérivent d’une énergie potentielle. Notons Ep
la somme des énergies potentielles. A I’équilibre, la somme des forces est nulle donc :

iil
diad(Ep) = 0:
C’est la condition que doit véri..er I’énergie a I’équilibre.
Par la suite, I’étude est limitée a une énergie potentielle ne dépendant que d’une seule
variable. Si Ep ne dépend que de x par exemple, alors la condition d’équilibre en X = Xeq est :

dEp )
W(X = Xeq) =0:
L’équilibre de M correspond a un extremum (maximum ou minimum) de la fonction Ep en

Xeq-

Max. de Ep

Fig.3.1. Une position d’équilibre stable correspond a un minimum de la fonction Ep (ici en xeq2) ;
a I’inverse, une position d’équilibre instable correspond & un maximum de Ep (ici en xeql).

Mais que peut-on dire de la stabilité ?

Notons Epl la fonction dérivée simple de Ep et Ep" sa dérivée seconde. D’apreés la relation
(5), Epl est 'opposée de la force. A I’équilibre : Epi(X = Xeq) = 0. L’équilibre est stable si :

- quand M est écarté sur la droite de la position d’équilibre (x > Xgq), la force le raméne
vers la gauche et est donc négative : Epl(X = Xeq) > 0;

- quand M est écarté sur la gauche de la position d’équilibre (X < X¢q), la force le ramene
vers la droite et est donc positive : Epl(X < Xeq) < 0.
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Globalement, autour de Xeq, la pente de Epl(x) doit donc étre positive. La pente de Epl(x)

est donnée par sa dérivée qui est Ep", ce qui donne Ep" (X < Xeq) = 0.
Le raisonnement est inversé pour une position d’équilibre instable.
Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant.

Gondition sur ; Condition sur Ep
Equilibre | _ . F(x=xe) = Ep’(X = Xeq) =0
Stable | _F (X A Xxeq) raméne vers Xeq | Ep"(X = Xeq) >0
Instable | = F (x A xeq) éloigne de Xeq | Ep"(X = Xeq) <0
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