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Chapitre 5
Les oscillations forcées

5.1. Position du probleme et mise en équation

Premier cas

Considérons un oscillateur harmonique unidimensionnel composé d’une masse m accrochée
en un point M au bout d’un ressort de raideur et subissant un frottement fuide. L’autre
extrémité A du ressort est ..xe. Le tout est placé sur un support horizontal de sorte que le
poids n’intervienne pas. Appliquons une force extérieure F(t) = Fycoswt sur la masse. Les
forces s’appliquant sur la masse sont : la force de rappel du ressort, le frottement fuide et
F(t). Le principe fondamental de la dynamique donne, en appelant X I"écart avec la position
d’équilibre :

mX=—hX —kX + F(t)
soit
m 35 +h ).( +kX = Fycoswt.

Deuxiéme cas

Considérons le méme probléme que ci-dessus, mais sans la force extérieure F'(¢). Par contre
I'autre extrémité A du ressort n’est plus ..xe, mais varie sinusordalement : x4 (t) = xq cos wt.
La vibration de A peut étre créée arti..ciellement en laboratoire par un pot vibrant, ou natu-
rellement par les irrégularités de la route pour un amortisseur de voiture, ou par les oscillations
de la Terre dans le cas d’un sismographe. L’allongement du ressort est I’allongement de I'ex-
trémité M a laquelle on ajoute I'allongement de I'extrémité A ce qui s’écrit Al = X —x 4. Les
forces sont : la force de rappel du ressort ainsi que le frottement. Le principe fondamental de
la dynamique donne :

m}fz —h).( k(X —xa)
soit
m 35 +h ).( +kX = kxgcoswt.

Finalement, faire vibrer 'autre extrémité du ressort ou appliquer directement une force
extérieure a la masse m revient au méme, en posant Fy = kxq. Le probléeme consiste a résoudre
une équation di=érentielle avec second membre variable qui s’écrit sous la forme suivante :

35 +2a ).( +wiX = acoswt (6N

avec 2a = h/m, w3 = k/m et a = Fy/m ou a = kxy/m. C’est I'objectif du paragraphe qui
suit.
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5.2. Reésolution

La solution de I'équation (1) est la somme de la solution de I’équation sans second membre
et de la solution particuliere. Compte tenu de la présence d’un amortissement, la solution
de I’équation sans second membre tend vers 0. au bout d’un temps su¢samment important,
seule la solution particuliére reste non nulle. Pour décrire le régime transitoire, il est nécessaire
d’écrire la solution compléte qui dépend des conditions initiales (constantes dans la solution
de ’ESSM). Seul le régime forcé (appelé aussi régime sinusordal forcé ou régime permanent)
est étudié ici. Pour le décrire, il su¢t de rechercher la solution particuliere (pour laquelle,
rappelons le, les conditions initiales n’ont aucune importance).

La méthode de recherche de la solution particuliére d’une équation dicérentielle avec second
membre sinusoidal a déja été donnée en électronique. La méme équation (1) a été obtenue
pour décrire un circuit RLC alimenté par un GBF. Les complexes sont introduits. Le terme
acoswt devient a exp(jwt) ; I'’équation (1) s’écrit :

X +2a X +wiX = aexp (jwt).

Comme en électronique, nous allons rechercher une solution particuliére sinusoidale de méme
pulsation w que I'excitation du second membre, d’amplitude A et déphasé de ¢ :

X(t) = Acos (wt+ ),

qui s’écrit en complexes :

X = Aexp(j(wt+¢))
= Aexp (jp)exp (jwt + ) @
= Aexp (jwt) €))

avec A = Aexp (jy). La solution (3) doit Véri..er I'équation (1) ; véri..ons le en injectant (3)
dans (1) :

A (—w?) exp (juwt) + 204 (jw) exp (jwt) + wiAexp (jut) = aexp (jut)

ce qui donne, aprés simpli..cation par exp (jwt) :

A (—w? + 20w + wp) = a

ou encore
a
A= . 4
T (—w? + 20w + W) @
Revenons a la solution réelle. Celle-ci est :
X(t) = Acos (wt + ¢), %)
avec
A=|4] = ¢ (6)
\/(w2 — w?)” + (2aw)?
et
20w
¢ = arctan <m> [7]. @)
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5.3. Reésonance en élongation

A dans I'expression (6) représente I'amplitude des oscillations de la masse (ou élongation). ¢
dans I’'expression (7)-représente le déphasage des oscillations par rapport a la force excitatrice
(dans le cas 1) ou par rapport a l'oscillation de I'autre extrémité du ressort (dans le cas
2). Etudier la réponse en élongation consiste & étudier la fonction A(w). Cette fonction est
représentée sur la ..gure 5.1 pour dicérentes valeurs de I'amortissement .
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Fig.5.1. Amplitude de I'oscillation de la masse en fonction de la pulsation. Les valeurs indiquées sur
les courbes correspondent a o/wo. En abscisse : A. (w3/a), en ordonnée : w/wo. La courbe présente
un maximum seulement quand a/wo < v/2 = 0, 707.

Pour de trés faibles pulsations (w — 0), I'inertie de la masse a peu d’importance, ce qui
signi..e, par exemple dans le cas 2, que A = xq : la masse “suit” le déplacement de I'autre
extrémité du ressort. Pour de grandes pulsations (w — o), au contraire, I'inertie de la masse
fait que celle-ci ne ”peut plus suivre” le mouvement : I'amplitude des oscillations tend vers 0.
Pour des pulsations intermédiaires, il y a deux cas de ..gure. Si 'amortissement n’est pas trop
important avec o < /2, la courbe présente un maximum pour une pulsation Notée wy.x que
I'on appelle pulsation de résonance. Si I’'amortissement est plus important avec o > /2,
la courbe ne présente pas de maximum (voir ..gure 5.1).

Retrouvons ces résultats par le calcul en partant de I'expression (6). Le maximum de A, s’il
existe, correspond au minimum de D(w) = (w3 — w?) + (2aw)®. Dérivons D(w) et annulons
sa dériveée :

dD(w)
dw

= 2(—2w) (w§ —w?) + 8a’w
0 = w (—4w3 + 4w? + 8a2)

de solution w = 0 ou w? = w? — 2a2. Le maximum n’existe que si a < wo/v/2. 1l est placé
en w = Jwi —2a? et vaut An.x = a/ (2aw). Le maximum est d’autant plus marqué que
I'amortissement « est faible.

Remarque 5.1 La pulsation de résonance est dicérente de la pulsation propre : wpax # wo-
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Plus I'amortissement est faible, plus la pulsation de résonance se rapproche de wy. Dans le
cas limite sans amortissement (« = 0) la résonance est in..nie (A — o), et la pulsation de
résonance coincide avec wy. En réalité, il existe toujours un peu d’amortissement; mais une
trop forte oscillation proche de la fréquence de résonance peut détruire I’oscillateur.

Remarque 5.2 Le,cas de I'oscillateur force sans amortissement est trés particulier. Il convient
de préciser que c’est le seul cas pour lequel la solution de I’éguation sans second membre ne
tend pas vers 0! Pour déterminer X (), il est alors nécessaire de donner la solution compléte
sans oublier la solution de I’'ESSM, et d’utiliser les conditions initiales pour déterminer cette
derniére.

©

5.4. Résonance en vitesse

Pour calculer la réponse en vitesse, revenons a I’expression de I’élongation : X (t) =
Acos (wt+ ). La vitesse est
V(t) = ——= = —Awsin (wt + ¢) .

L’amplitude de la vitesse est

— aw

VQ = Aw =
V(@R = )® + (200)°
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Fig.5.2. Amplitude de la vitesse de la masse en fonction de la pulsation. Les valeurs indiquées sur
les courbes correspondent & /wo. En abscisse : A. (w3/a), en ordonnée : w/wo. La courbe présente
un maximum pour toute valeur de «, situé en w = wp.
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Le maximum existe toujours et se produit pour le minimum de

D (w) = (W3 /w? = 1)* + (20)?,

soit pour w = wq (voir ..gure 5.2) et vaut

Vomax = a/ (2a) .

5.5. Etude énergétique

Rédaction ultérieure

5.6. Analogies électro-mécaniques

Rédaction ultérieure
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